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Resumo: O artigo apresenta especificidades para o ensino da algebra. Essas ideias contemplam uma
abordagem cognitiva necessaria para a aprendizagem da algebra de acordo com Raymond Duval. Segundo o
autor o ponto de vista cognitivo é incompativel com o ponto de vista matematico segundo o qual os objetivos
globais sdo resolver equagdes €, para isso 0 importante é conhecer as letras. De acordo com o ponto de vista
cognitivo o conhecimento das letras ndo é o objetivo principal. Para o autor a operagdo cognitiva de designacao
de objetos e relacdes € essencial. Também ¢ preciso levar os alunos a elaborarem problemas, trabalhar com
férmulas, com tabelas de dupla entrada e com listas abertas para colocar em cena a fun¢éo de condensacéao do
padréo de regularidade na qual as letras entram para designar esse padrdo. No texto sdo contemplados exemplos
e dados empiricos resultantes de pesquisa desenvolvida pelos autores na aplicagdo das ideias em situagdes de
ensino.

Palavras-chave: Aprendizagem da &lgebra; Operacdes de desighacdo; Abordagem semio-cognitiva.

Abstract: This article presents certain aspects for the teaching of algebra. The following ideas contemplate a
cognitive approach, which is necessary for learning algebra, according to Duval. The author defends that the
cognitive perspective is incompatible with the mathematical perspective, whose global objective is to solve
equations; to achieve that goal, the important thing is to know the given letters. According to the cognitive point
of view, the knowledge of letters is not the main objective. For the author, the cognitive operation of designating
objects and relations is essential. One must also get students to work out problems and work with formulas,
double-entry tables, and open lists, in order to prioritize the function of condensing the regularity pattern, in
which the letters come in to designate exactly this pattern. In the article, there are examples and empirical data,
resulting from a research developed by the authors in the application of ideas in teaching situations.

Keywords: Learning algebra; Designation operations; Semio-cognitive approach.

1 Introdugéo

A aprendizagem da algebra pelos alunos na educacdo basica é fonte de
dificuldades. Exemplo dessas dificuldades sao erros recorrentes ao longo da escolaridade,
tais como: a + b = ab ou (a + b)? = a2 + b?; 0 ndo reconhecimento dos coeficientes de uma

expressdo analitica representativa de uma funcdo no registro grafico, dentre outros.
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Pesquisas® apontam que alguns desses erros sio decorrentes da ideia de que o pensamento
algébrico é uma extensdo do pensamento aritmético. Essa ideia justificaria o erro
apresentado pelos alunos de que a + b = ab, pois dois algarismos de um numeral
justapostos sdo somados conforme o valor posicional no campo aritmético: 32 =3 x 10 +
2. De igual maneira, explica logicamente que, se 2 + 3 =5, entdo a + b tem que ser igual
a algum valor, entdo a + b = ab. Se a algebra for introduzida como extensédo do
pensamento aritmético serd dificil aceitar quea+b =a+b.

Outras pesquisas também se voltam para a algebra, seja seu ensino, a
aprendizagem ou a formacdo de professores. A pesquisa de Ribeiro (2016) apresenta
alguns resultados da pesquisa intitulada “Conhecimento Matematico para o Ensino de
Algebra: uma abordagem baseada em perfis conceituais” (OBEDUC/Capes), cujo
objetivo geral foi investigar os conhecimentos algébricos desenvolvidos por professores
de Algebra na Educacéo Bésica. A pesquisa buscou investigar se e como a abordagem de
perfis conceituais pode contribuir para constituir e/ou ampliar os conhecimentos
algébricos dos professores. A pesquisa foi desenvolvida por um grupo de professores que
trabalhou com elaboracdo, desenvolvimento e analise de atividades matematicas com
diferentes significados de conceitos algébricos. O objetivo especifico da pesquisa foi
apresentar e discutir as multiplas “vozes” da Educag@o Basica em torno das diferentes
compreensdes da Algebra e de seu Ensino. Dentre os principais resultados, o autor
apontou como essas diferentes compreensdes podem “levar professores formadores e
professores da escola bésica a tomar essa importante area do conhecimento matematico
‘apenas’ como um amontoado de simbolos e procedimentos, na maior parte das vezes,
desprovidos de significados” (p.1).

Outras reflexdes sobre a algebra podem ser encontradas na obra intitulada Algebra
para a formacao do professor, de autoria de Ribeiro e Cury (2015). Nessa obra, os autores
analisam resultados de pesquisas no campo da algebra, em especial as pesquisas que se
voltam para o ensino de equacdes e fungdes na perspectiva da formacéo do professor de
matematica.

Os autores apresentam discussdes sobre as dificuldades tanto dos alunos como dos
professores, 0s quais apresentam uma concepcao fortemente associada a procedimentos
de resolucéo. Por essa razéo os autores defendem a necessidade de estudos voltados para

preencher as lacunas da formacgédo dos professores, apontando, entre outras acgoes, a

3 Os resultados dessas pesquisas sdo apresentados no livro: Shulte, A. P. &Coxford, A. F. As ideias da algebra.
Editora Atual. 1995. Outros sdo apresentados no decorrer do texto.
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andlise dos erros dos alunos como possibilidade para cursos de formagdo. Ao apontar a
importancia do aprendizado da algebra na educacgdo basica, ainda defendem que seu
ensino pode ser proposto desde os anos iniciais. Os autores afirmam que diferentes
concepcdes se projetam em atividades apresentadas em livros didaticos e também em
documentos com orientacOes oficiais. Os autores destacam que muito se encontra a
respeito do ensino de funcbes ou equacgdes, mas que hd poucos estudos voltados para a
aprendizagem dos conceitos algébricos.

O livro de Ponte, Branco e Matos (2009), intitulado Algebra no ensino bésico,
também constitui fonte importante de resultados de pesquisas sobre o ensino e a
aprendizagem da algebra, caracterizando um material de apoio ao trabalho dos
professores. Os autores apontam diversos aspectos de carater algébrico que podem ser
trabalhados desde as séries iniciais do ensino fundamental: a exploracéo de sequéncias, 0
estabelecimento de relagfes entre nimeros e entre nimeros e operagdes e o0 estudo de
propriedades geométricas, o desenvolvimento do pensamento algébrico dos alunos, entre
outros. Os autores apresentam orientacdes gerais para o ensino da Algebra, abordagens
didaticas e o papel da tecnologia, tendo em vista o desenvolvimento do pensamento
algébrico desde os primeiros anos de escolaridade. Para a apresentacdo de diversos
topicos de algebra, sdo incluidos: discussbes sobre conceitos fundamentais, aspectos
especificos da aprendizagem dos respectivos conceitos, e exemplos e producdes de alunos
em tarefas especificas. Os Capitulos 4 e 5 abordam relacdes, sequéncias e regularidade.
Especial atencdo é dada ao ensino de relagGes e padrdes de regularidade ndo valorizados
no processo de ensino da algebra. Os simbolos e as expressdes algébricas sdo abordados
em relacdo ao sentido a ser atribuido a eles e a formas de manipulacdo algébrica com
significado relevante.

J& a pesquisa de Araujo, intitulada “Ensino de algebra e formagao de professores”,
apresenta reflexdes sobre o pensar matematico e sobre a utilizacdo da linguagem algébrica
—segundo a autora, esses temas nao séo desenvolvidos apropriadamente nas salas de aulas.
Com o objetivo de trazer contribuicdes para o ensino da algebra, a autora apresenta um
breve histérico do cenario atual do ensino da algebra e, ao mesmo tempo, discute a
problematica das diversas concep¢des da algebra e o desenvolvimento do pensamento
algeébrico.

Sublinhamos também o estudo conduzido por Lemes e Cedro, intitulado
“Profesores de las matematicas enactividad de ensefianzadel algebra: Apropiaciones de

La teoria histérico-cultural”, que aponta evidéncias sobra apropriacbes de conceitos
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algébricos de professores da educagdo basica em um curso de formacdo que os colocou
frente a uma atividade de ensino, como se fossem alunos. Essa atividade foi fundamentada
numa abordagem histdrico cultural. Os principais resultados da pesquisa indicaram a
importancia de a¢cdes de formacao que permitam que os professores possam inserir-se em
um movimento de producéo de sentido ao aprenderem e ensinarem algebra.

O estudo apresentado neste artigo teve por finalidade a investigacdo das
contribuicdes da Teoria das Representacbes Semioticas de Raymond Duval para a
aprendizagem da algebra. Presta-se igualmente a investigacdo de subsidios tedricos que
permitem orientar o ensino para o desenvolvimento das habilidades e competéncias
necessarias para a promo¢do do pensamento algébrico. O estudo buscou, também,
compreender a natureza das acOes a serem mobilizadas pelos alunos para a resolucao de
questdes no campo algébrico, segundo um ponto de vista cognitivo. Nesse sentido, esse
estudo se diferencia dos demais citados, por apresentar reflexdes de natureza cognitiva
em se tratando do desenvolvimento do pensamento algébrico, evidenciando assim um
caminho para um ensino diferente da matematica. As contribuicGes do presente estudo
para a aprendizagem de algebra sdo embasadas nas ideias de Raymond Duval quanto a
organizacéo de atividades para o ensino.

Segundo Duval et al., (2015, p. 9), quando pensamos sobre o inicio do ensino da
algebra, e que progressdo organizar para a proposta de atividades voltadas para a
compreensdo das escritas algébricas pelos alunos, somos levados a propor a
decomposic¢éo de um complexo de conhecimentos, os quais diferenciam-se segundo um
ponto de vista cognitivo ou matematico.

Este estudo procurara resposta para a seguinte questdo: quais ideias apontadas por
Raymond Duval sdo necessarias para o desenvolvimento do pensamento algébrico
segundo um ponto de vista cognitivo? Como questdes norteadoras: Quais as operacdes
cognitivas necessarias para a atribuicdo de significacdo as escritas algébricas? Quais as
diferencas entre o ponto de vista cognitivo e o ponto de vista matematico em se tratando
da organizacdo do ensino da algebra?

Para a busca de respostas as questBes levantadas, apontaremos as ideias
defendidas por Raymond Duval para a construcdo de um pensamento geométrico de um
ponto de vista cognitivo.

Adotamos como procedimentos metodologicos a apresentacdo das ideias de
Raymond Duval apresentadas em wuma palestra proferida por ele mesmo,

“Deuxregardsopposessurles points critiques surl’enseignement de [’algébreaucollége
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(11-15 ans)” no Programa de Pés-Graduacdo em Educacdo Matematica da Universidade
Federal de Mato Grosso (em 2011b), além da apresentacdo de alguns exemplos: um grupo
que se refere a respostas de alunos em questbes propostas que fazem parte de uma
pesquisa em desenvolvimento pelo GEPAM* (Grupo de Estudos e Pesquisas em
Aprendizagem da Matemaética) sobre a aprendizagem da algebra e outro grupo com
exemplos apresentados por Duval na palestra proferida. Também hé& exemplos que foram
reformulados e adaptados para o presente artigo. As bases teoricas foram retiradas da
palestra citada e da obra de Duval et al. (2015).

Diferentemente de outros objetos matematicos, os objetos algébricos possuem
especificidades proprias, que exigem abordagens metodoldgicas especificas para a
conducéo do processo de ensino voltado para certas conceitualizacdes. Raymond Duval
nos oferece reflexdes relativas a aprendizagem da algebra, as quais incluem, dentre outras,
apontar as diferengas entre o ponto de vista cognitivo e o ponto de vista matematico, de
modo a propor um curriculo distribuido ao longo da escolaridade que se concretiza por
meio do ensino e de diferentes atividades ou materiais didaticos.

Esse artigo propGe apontar as contribuices da Teoria das Representagdes
Semidticas de Raymond Duval para a aprendizagem da algebra. Temos por objetivos:
apresentar bases tedricas para orientar um ensino voltado para o desenvolvimento de
habilidades e competéncias necessarias para a promocdo do pensamento algébrico;
apontar, apos reflexdes analiticas, a natureza das acGes a serem mobilizadas pelos alunos

para a resolucdo de questdes no campo algébrico.
2 O Ponto de vista Cognitivo proposto por Duval

Para a adocdo de um ponto de vista cognitivo, serd necessario evidenciar o que
nos aponta Duval (2013) acerca da face oculta que compreende os gestos intelectuais, de
natureza cognitiva e epistemoldgica, especificos em qualquer atividade matematica.

A face oculta considera o sentido, de acordo com Saussure (2008), e a referéncia,
de acordo Frege (1971), de certas representacBes semiéticas utilizadas para a
representacdo de objetos algebricos em diferentes sistemas semioticos: lingua natural,
linguagem algébrica, linguagem numeérica, linguagem gréfica, dentre outras. Esses dois
elementos, sentido e referéncia, encontram-se presentes nas operacdes cognitivas de

conversdo de registros de representacdo de um sistema semiotico para outro, e de

4 Cadastrado no diretorio de grupos do CNPq.

ReBECEM, Cascavel, (PR), v.2, n.1, p. 1-26, abr. 2018 5



Revista Brasileira de Educagéo em

meBECEM Ciéncias e Educag¢do Matematica

ISSN 2594-9179

tratamento, a qual se volta para as transformac6es oriundas dos tratamentos dos registros
de representacdo dos objetos algébricos realizados no interior de um mesmo sistema
semidtico pelo sujeito que aprende. As conversfes tratam das transformacdes dos
registros de representacdo semioticos pertencentes a sistema semioticos diferentes e do
tratamento dessas transformagGes no interior de um mesmo sistema semidtico.
Conversdes e tratamentos séo operagdes cognitivas. Quando efetuamos transformacoes
nos registros de representacdo, o sentido muda, mas ndo a referéncia. Por exemplo: as
palavras e 0s numerais arabicos tém por referéncia um mesmo nimero, masveiculam de
maneiras diferenciadas, e com sentidos diferentes, a estrutura do Sistema de Numeracao
Decimal Posicional. Na palavra, essa estrutura tem que ser identificada nos sufixos e
prefixos, enquanto nos numerais trata-se da posicdo e do valor relativo dos algarismos.

Como exemplo, podemos citar também o conjunto dos nUmeros maiores gue zero,
que pode ser representado por “um ntimero positivo” (em lingua natural) ou “x > 0” (em
linguagem algébrica). Diferentes sistemas semioticos sdo utilizados para expressar a
mesma relacdo, mas exigem atribuicdo de significacdo em razédo dos sentidos diferentes,
ainda que tenham por referéncia o0 mesmo objeto algébrico.

A face oculta da atividade matemaética tem que ser levada em consideracdo, visto
que os objetos matematicos ndo possuem existéncia real, 0 que exige muitos registros
para acessa-los. Ela é essencial, também, pelo fato de que as atividades matematicas
apresentam especificidades, caracteristicas que lhes sdo préprias, e que precisam ser
consideradas tanto na organizacgdo dos curriculos, como do ensino, de forma implicita.
Essas especificidades sdo diferentes conforme os objetos matematicos: algébricos,
geométricos, aritméticos; ou conforme as acBes: demonstrar, conjecturar.

A face oculta da atividade matematica ndo se encontra explicitada nos curriculos
e nem nos conteldos distribuidos ao longo da escolaridade. Mas ela € importante, pois
dara conta de propor um ensino da algebra de um ponto de vista cognitivo. Segundo o
ponto de vista cognitivo (DUVAL, 2013), os conceitos ndo constituem a parte mais
importantes, mas sim 0s gestos intelectuais, pois eles permitem a conceitualizacdo tendo
por referéncia os objetos algébricos.

Outra questdo essencial para a aprendizagem da algebra, considerando um ensino
conduzido de um ponto de vista cognitivo, se refere as funcgdes discursivas e suas
respectivas operagfes cognitivas. 1sso porque os objetos algébricos utilizam os registros
discursivos na lingua natural, na linguagem numeérica e na linguagem algébrica para

serem representados. Os registros discursivos sdo utilizados primeiramente para
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representar relacBes operatorias entre nimeros e letras (com o estatuto de variavel,
incognita ou valor desconhecido); por essa razdo, acabam por pertencerem ao que Yuri
M. Lotman denomina de semiosfera, que se caracteriza num “espaco de encontro e de
convivéncia dediversos sistemas semidticos e, igualmente, como [..] um espaco
semiotico para a existéncia e funcionamento de linguagens, ndo asoma total das diferentes
linguagens; em um certo sentido, a semiosfera tem uma existéncia prévia e estd em
constante interacdo com as linguagens” (LOTMAM, 1990, p.123).

Tais sistemas semidticos tém caracteristicas marcantes de heterogeneidade. A
heterogeneidade ¢ definida tanto pela diversidade de elementos quanto por suas diferentes
fungdes. Merrell (2003, p. 166-169) classifica a heterogeneidade dos sistemas semiéticos
em Lotman (1990) no estagio da terceira tricotomia, ou seja, no terceiro componente do
signo, o interpretante, um nivel de categorias mais evoluida dos signos em Charles S.
Peirce. Lotman (1990, p. 127) considera que, quanto mais heterogéneos sao 0s sistemas
integrados, mais promissoras séo as possibilidades de ganho de informacéo.

A representacdo das relacBes operatdrias entre nimeros e letras exige funcbes
discursivas e suas respectivas operacdes cognitivas; dentre elas, destaca-se a operacdo de
designacgéo da funcéo referencial (DUVAL, 2004). Esse ato de designar caracteriza no
terreno algébrico, mais especificamente, uma semiosfera da designagéo.

Vérias atividades podem ser elaboradas para contribuir a construcdo de uma
semiosfera da designacdo para a aprendizagem da algebra. A designacdo é uma das
funcdes dos registros discursivos e sé pode ser realizada por meio de suas operacdes
cognitivas: categorizagdo pura, categorizacdo simples, determinacdo e descricdo (por
meio de Iéxicos associativos ou sistematicos). Essa designacdo é acompanhada da funcao
apofantica (de enunciados completos e suas respectivas operacGes cognitivas de
predicacdo e elocucdo), da funcdo de expanséo discursiva (possibilitada pela composicao
de enunciados e suas operacGes cognitivas de descricdo, narracdo, explicacdo e
raciocinio) e da funcdo de reflexividade discursiva (por meio de leis ou propriedades
validas do ponto de vista epistémico).

Como exemplo®, podemos citar uma sequéncia numérica a ser completada e

designada por uma sentenca matematica: 1, 4, 7, 10, 13, 19,... Para completar a sentenca,

S Esses dados empiricos foram obtidos a partir da aplicacdo de um instrumento com questdes de algebra a alunos
do 82 ano do Ensino Fundamental de escolas publicas da rede estadual de ensino de uma cidade do Parana.
Visando preservar a identidade dos respondentes, cada turma foi marcada por uma letra (A, B, C, D e E) e cada
aluno da turma foi designado por um nimero (Al, A2,..., B1, B2,..., C1, C2,..., D1, D2,..., etc.).A questdo
proposta era a seguinte: Questdo 1 — Escreva uma sentenca matematica que represente a sequéncia 1, 4, 7, 10,
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os alunos podem utilizar a linguagem numérica com léxicos sistematicos 22, 25, 28,...

(resposta do aluno D3) ou associativos e sistematicos combinados:

X X X X 1 4 7 10

+3 +6 +9 412 Ou +x +x +x +x

4 7 10 13 4 7 10 13
Resposta do aluno A5 Resposta do aluno C19

A designacdo do padrdo de regularidade, por meio de um enunciado completo
(fung@o apofantica) “vai de 3 em 3” (resposta do aluno C8 em lingua natural e numérica),
permite inferir o que ndo estd explicitado, isto é, que esse padrdo ndo é de natureza
operatoria, pois se baseia na sequéncia numeérica. Essas inferéncias sdo possibilitadas pela
funcdo de expansdo discursiva e suas respectivas operagdes cognitivas de narracao,
explicagdo, descri¢do ou raciocinio. Diferentemente, o enunciado “soma 3” (resposta do
aluno A9) permite inferir que esse padréo é de natureza operatoria; ou ainda a enunciagédo
“pula 2” (resposta do aluno C7), também néo é operatdrio, pois se baseia na sequéncia. O
padrdo de regularidade também pode ser designado por meio de uma sentenga matematica
na linguagem algébrica: y = x + 3 (resposta do aluno C2) ou y — x = 3 (resposta do aluno
D12), ambas de natureza operatdria.

Esses enunciados fazem entrar em cena o ato ilocutorio (operagédo cognitiva da
funcdo apoféantica): o aluno falando ao professor (logo no estagio da terceiridade), que
entdo interpreta a respostas apresentadas pelos alunos.

Para a designacdo do padréo de regularidade, é preciso identificaras caracteristicas
de natureza qualitativa da sequéncia.

Diferentes sistemas semidticos discursivos combinam-se para formar um novo
espaco, caracterizando a semiosfera da designacdo essencial para a aprendizagem da
algebra. Essa designacdo dos padrdes de regularidade, de diferentes formas, permite as
apreensdes necessarias para o desenvolvimento do pensamento algébrico, que ndo se
caracteriza como uma extensao do pensamento aritmético. Elas tém que ser contempladas
em um ensino da algebra que leve em conta o ponto de vista cognitivo.

Para levar em conta, no ensino, a semiosfera da designacéo, é importante definir

num primeiro momento a diferenca entre signo e representacdes semidticas. Uma

13, 16,... e complete com os proximos 5 nimeros. Mas atengdo, ndo basta indicar os nimeros que completam a
sequéncia, é necessario demonstrar como conseguiu encontra-los, usando sentengas matematicas.
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exemplificagdo simples e resumida sobre essa diferenciacdo (Duval, 2011a) consiste em
entender que as representagdes semioticas sdo as frases em linguagem natural, as
equac0es, e ndo as palavras, os algarismos e as letras. Sdo as figuras, 0s esquemas, 0s
gréficos, e ndo os pontos, raramente visiveis, ou 0s tracos. Muitas vezes associamos 0S
signos a essas unidades elementares de sentido, que sdo apenas caracteres para codificar:
letras, siglas, algarismos, as vezes palavras-chave, ou 0s gestos da méo. O que equivale a
considerar 0s signos como as “coisas” pelas quais ¢ preciso comegar para dar um sentido
(DUVAL, 20114, p. 38).

Para que possamos prosseguir, é necessario que sejam levantados e respondidos
alguns questionamentos de ordem epistemoldgica e cognitiva: O que é o conhecimento
matematico? O que ele pode ter de diferente dos outros tipos de conhecimento? Temos
um acesso direto e imediato aos objetos matematicos? Para confirmar o que foi
comentado anteriormente sobre a inexisténcia fisica dos conceitos matematicos, Duval
(2011a) afirma que as “boas” representagdes ndo se associam direta ou empiricamente ao
objeto matematico que representam, pois ndo sdo acessiveis. A Unica possibilidade de
acesso a esses objetos se da pela correspondéncia que se faz entre os diferentes tipos de
representacdo. O autor complementa que os encaminhamentos cientificos, em outras
areas do conhecimento, como fisica, astronomia e biologia, se ddo de formas radicalmente
distintas do encaminhamento matematico, que “consiste em transformac¢des de
representacdes semidticas, dadas ou obtidas no contexto de um problema proposto, em
outras representagdes semidticas.” (DUVAL, 2011a, p. 52). Assim, segundo este mesmo

autor, o conhecimento deve considerar:

e anatureza dos objetos, a forma como séo apresentados e como podemos ter acesso

a eles por n6s mesmos, assim como 0S processos cognitivos mobilizados em

qualquer acdo do pensamento matematico;

e 0s sistemas, estruturas ou capacidades do sujeito necessarias ou mobilizadas para

gue tenhamos acesso aos objetos, diretamente ou por uma sequéncia de processos

conscientes ou ndo conscientes;

e anatureza da relagdo cognitiva entre 0s processos e 0s objetos.
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3 O Ensino de Algebra na Perspectiva dos Registros de Representacdo Semidtica

Em se tratando do conhecimento algébrico, a semiosfera da designacdo é uma
exigéncia. No ensino, ela pode ser contemplada na operacgdo cognitivade conversao, que
permitira ao professor propor ao aluno a analise e a descrigdo da atividade matematica.

Essa operacdo cognitiva vai exigir: colocar em correspondéncia as unidades de
sentido de duas representacdes semidticas de naturezas diferentes, que representam o
mesmo objeto; identificar as unidades de sentido de cada uma das representacoes;
distinguir, em uma transformacao, a transformacéo de partida e a de chegada.

Podemos citar como exemplo uma fungdo linear expressa pela sentenca
matematica y = ax + b. As variacfes podem contemplar os coeficientes a e b e a
antecipacao das transformacdes nos diferentes gréaficos representativos dessas funcdes. O
mesmo objeto algébrico deve ser enxergado nessas diferentes representacdes. No caso em
questdo, a variacdo do coeficiente a incidird no angulo formado entre a reta e o eixo das
abscissas e na determinacdo da reta, se crescente ou decrescente (f(x) >y ou f(x) <),
além da variagdo do coeficiente b na interseccdo da reta com o eixo das ordenadas acima
ou abaixo de zero.

Outro exemplo a ser citado é a proposta de Moretti (2003), ao transportar o estudo
de Raymond Duval sobre o0 esboc¢o de curvas, realizado para o caso das retas, para outras
curvas — no caso, as pardbolas. Ao realizar uma investigacdo especifica sobre o tema,
Moretti (2003) aponta a utilizagdo da translacéo para coordenar as operacfes cognitivas
de conversdes, nos dois sentidos, entre grafico e equacdo. Outro aspecto apontado por
Moretti (2003) refere-se ao fato de que tal abordagem contribui para que o aluno perceba
o0 lugar geométrico de pontos no plano como uma imagem que representa um objeto
descrito por uma expressao algébrica.

A representagcdo da funcdoy=ax+b no plano cartesiano caracteriza uma

atividade de conversdo; como apontando anteriormente, o procedimento por pontos ndo
especifica a ligacdo existente entre o grafico e a expressdo algébrica correspondente. Ha
congruéncia no sentido do par ordenado ao ponto do plano, mas ndo o inverso. Sera
importante considerar o procedimento de interpretacdo global das propriedades
figurais. O tracado é um lugar geométrico de pontos representativos de uma expressao
algébrica. As variacOes das unidades significativas da expressdo algébrica deverdo ser

associadas as variagdes da curva.
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Para a proposta desse procedimento, devem ser identificadas as unidades
significativas na linguagem algébrica, para associacéo da varia¢ao do grafico. No caso de
funcBes do primeiro e do segundo grau, essas unidades referem-se aos coeficientes.

y=ax+b; y=ax+b; y=ax+c
y=ax2; y=ax2 +b; y=ax2 +bx; yzax2 +hx+c; yzax2 +C

Essas variacOes na linguagem algébrica permitem associacfes imediatas com as
variacdes visuais na representacao grafica. Moretti (2003) nos apresenta uma abordagem
que leva em conta as transformacGes geométricas, especialmente a translacdo, que
contribui de forma significativa para essas associa¢des, permitindoo estabelecimento de
uma correspondéncia entre gréafico e expressao algébrica de forma coordenada e em
ambos os sentidos.

A parédbola y = ax® +bx+c pode ser interpretada como uma translacédo de Yy = ax?

, pois y:ax2+bx+c pode ser transformada utilizando o método de completar de

quadrados:

2
y b2 ¢ 2 bx b2 y b2 ¢ b
T T =X D T = X
a 4a3° a a 4a a 4a° a 2a
b2 b \? b2 — 4ac b )2
y+ —-C =a|x+—| =>y+ —— =a| x+—
da 2a 4a 2a
%/_/ %/_J
Deslocamente  Deslocamento Deslocamente  pDeslocamento
vertical horizontal vertical horizontal

Os valores dos deslocamentos vertical e horizontal corresponderdo as coordenadas
do vértice da nova pardbola. Cada ponto da parabola sofrerd a mesma alteracdo para 0s

valores da abscissa e ordenada.

Dada a funcdo y= 2x% —8x-10. Completando o quadrado, temos:
y=2x2-8x-10 = y:2(x2 —4x—5) - y:2(x2 —4x+4—4—5) = yzz[(x—z)z—gJ
ou y+18:2(x—2)2, sendo que o Vértice dessa parabola tem coordenadas (2, -18), ou seja,

XA 2 o .
em relacdo a pardbola Yy =2x", o deslocamento vertical é de 18 unidades e o deslocamento

horizontal é de 2 unidades.

ReBECEM, Cascavel, (PR), v.2, n.1, p. 1-26, abr. 2018 11



Revista Brasileira de Educagéo em

keBECEM Ciéncias e Educag¢do Matematica

ISSN 2594-9179
Qualquer ponto da curva sofrerd essa transformacéo. Por exemplo, o ponto de

coordenadas (1,2) pertencente a pardbola representada pela sentenca y = 2x° corresponde

ao ponto (3, -16) na parabola representada pela sentenca y = 2x> —8x-10..

Na introducdo e utilizacao de letras no ensino da algebra, as maiores dificuldades
sdo: resolucdo de equacoes e resolucao de problemas. Segundo Duval (2011b), o ensino,
do ponto de vista matematico, esta organizado da seguinte maneira:

1) Definigdo dos conhecimentos globais a serem adquiridos ao final de um ciclo
de ensino e dos objetivos finais do ensino da algebra. Esses conhecimentos séo
estabelecidos pelos matematicos, pelos didaticos, pelos professores da educacéo e pelas
politicas ministeriais.

2) Definicdo da decomposicdo a ser feita com os elementos de base que apontam
que tarefa propor, que defini¢cbes propor e que problemas dar, visando um desses
elementos de base;

3) Definicédo da progresséo organizada (sobre um ano, um ciclo) para adquirir um
desses elementos de base. Considerada a etapa mais importante, pois vai decidir a
progressao que sera feita em um ano, dois anos, cabendo aos professores e aos psicologos
pensar como fazer e o que fazer para atingir esses objetivos. Esta organizagdo esta

esquematizada na Figura 1:

Objetivo global: as equagdes
Objetivos finais Objetivos secundairios
: i
Resolugdes de equacdes Utilizacdo de equacdes para resolver
matematicamente problemas da realidade
v P
Competéncias Ir e voltar entre um

Fa: s oy Isso implica saber quais
necessarias dominio matematico \ %008 conheclnientos

¢ uma situacao real

necessarios para resolver
equagdes e fazer calculos
literais; para isso, ¢é preciso
conhecer as letras

Os algoritmos ou regras Estatuto de igualdade
de transformagio para escrever e nogio de solugio de
uma equacio uma equacio

Figura 1: Esquema da organizacao do ensino da algebra segundo um ponto de vista matematico
Fonte: Os autores a partir da palestra de Duval proferida em Campo Grande.

Essa forma de organizagdo estd assentada, segundo Duval et al. (2015) em uma

analise regressiva, segundo a qual se propde a organizag¢ao do ensino em ciclos ou em um
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ano. Essa organizagdo se refere ao ensino das equagdes, € estd pautada em uma

decomposicdo regressiva, implicando na escolha dos exercicios e dos problemas a propor

no ensino (DUVAL et al., 2015, p. 19-20). O autor ressalta, no entanto, que:

Quase todas as pesquisas sobre o ensino da matematica se fazem no quadro da
decomposicdo regressiva dos conhecimentos a adquirir, mas sem jamais tentar
supera-lo. Assim ndo nos interrogamos sobre a possibilidade de outro ponto de
vista que ndo parta de conhecimentos completos a ensinar, mas sobre a maneira
como temos acesso aos objetos matematicos e como trabalhamos a matematica
sobre esses objetos ou com eles. A decomposi¢do de outros pontos de vista, em
razdo das dificuldades encontradas pelos alunos [..]. Essa decomposicdo
regressiva é identificada do ponto de vista matematico e a consideragdo de outros
pontos de vista é total e localmente a ele subordinada (DUVAL et al., 2015, p.20).

Duval (2011b) entende que um caminho inverso pode ser proposto: é preciso

primeiro levar os alunos a conhecer as letras, colocé-las em equacdo, e depois comecar a

trabalhar com as ideias de igualdade e desigualdade. Duval (2011b) defende um outro

ponto de vista, 0 cognitivo, que definira a decomposicao dos objetivos para a aquisicao

dos conceitos algébricos. Esse ponto de vista compreende cinco ideias que devem ser

levadas em consideracéo.

Do ponto de vista cognitivo, o ensino:

Ndo deve focalizar imediatamente sobre os saberes a adquirir, mas sobre o
funcionamento cognitivo necessario para que os alunos possam compreender e fazer
o trabalho solicitado para, portanto, aprender. Ele deve ter por centro a atividade
intelectual necessaria, ato de pensamento, sem o qual os conhecimentos ndo podem
emergir.

Deve-se voltar para a decomposicéo de operacgdes cognitivas em funcao dos sistemas
semioticos mobilizados. Essas operagdes cognitivas sdo de natureza discursiva e, em
especifico, em funcdo de designacdo. Para tanto, é necessario levar em conta 0s tipos
de signos e de producbes que serdo exigidos. Diferentes operacdes discursivas
emergirdo conforme os sistemas semio6ticos em uso (a lingua natural, a linguagem
numeérica, a linguagem algébrica). Os tipos de signos poderdo ser palavras, nUmeros
ou letras e simbolos. A operacdo discursiva de designacao permitird designar todo
tipo de objeto por palavras, permite designar os numeros e as operacgdes, além de
designacdes para apontar os calculos e para utilizar algoritmos.

Duval et al., (2015) ressalta, no entanto, que existem dificuldades associadas a

utilizacdo das letras para as operacOes de designacdo. Em relagéo as letras, a dificuldade

estd associada a seguinte questdo: porque devo utilizar letras se posso utilizar nimeros?

Essa questdo tem a ver com uma “ruptura epistemologica entre algebra e aritmética”
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(GRUGEONS®, 1977 apud DUVAL et al., 2015, p. 29). Outra questio diz respeito a
dificuldade de utilizar uma letra para exprimir uma relacdo entre dois nimeros dados
(DUVAL et al., 2015, p.30). O autor, ao se referir ao problema de um retangulo com
perimetro de 920 m e comprimento de 20 m a mais que a largura, aponta que os alunos
designam a relagdo 920 = 2C + 2L, mas ndo conseguem designar a relagdo entre C e L
como C = L + 20. Essa acdo cognitiva exige uma dupla designagédo, conforme Duval
(2011b) apontou em sua palestra. Também héa dificuldade em designar a articulacdo de
igualdades numéricas com varias operagdes, as igualdades que exigem a utilizacdo de
parénteses, como porexemploa+ta+a+2=3a+2ea+a+ax2#3ax2,ouadesignacido
funcional de relagdes entre varidveis (p. 31). Outra dificuldade diz respeito a designacéao
de uma grandeza, que é confundida com a designacdo de um objeto. O autor cita como
exemplo o preco de um livro representado por L.

Duval (2011b) defende cinco ideias a serem contempladas no ensino da algebra a
partir de um ponto de vista cognitivo. Para que dar inicio a discusséo sobre essas ideias,
€ necessario destacar a semiosfera da designacdo. Duval (2011b) pondera sobre a
fragilidade do discurso em relacdo a producdo escrita. Afirma que a producdo escrita
exige um cuidado maior no controle das operacfes discursivas, 0 que ndo acontece na
maioria das situacOes de fala espontanea, circunstancias em que a complexidade da
designacdo de objetos € ignorada.

De acordo com Duval (2011b), ndo sdo as letras que sdo importantes, mas as
operag0es discursivas de designacdo dos objetos, que séo feitas por meio da lingua natural
ou formal (primeira ideia). E a semiosfera da designagio que é exigida. Em relacéo as
praticas espontaneas de designacdo dos objetos, a algebra exige que utilizemos, de
imediato, outro tipo de designacdo. Os objetos que precisaremos designar Ssao
quantidades, nimeros, grandezas ou listas abertas de numeros que podem ter uma relacédo

entre si. Vejamos um exemplo. Sejam as listas:

Para a designacdo do padréo de regularidade que une essas duas listas, podemos

escrever em lingua natural que “cada niimero da lista debaixo ¢ igual ao numero da lista

® GRUGEON, B. Conception et exploitation d’une structure d’analyse multidimensionelleem algébre
élémentaire. Revue de Didactiquedes Mathématiques, v. 17, n.2, 1977.
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de cima mais uma unidade”. Se perguntarmos ao aluno o que acontecera para qualquer
namero da lista, serd necessaria uma designacao das relacbes existentes por meio de
letras, nimeros e operacdes: X =y + 1.

A semiosfera da designacdo contemplard a maior parte das relacGes
existentes no campo algébrico. Essas designaces ndo sdao de mesma natureza, podendo
ser: designacdo verbal, designacdo numérica, designacdo indireta (descritiva ou
funcional), dupla designacdo, designacdo direta, dentre outras. O exemplo a seguir
explicita os diferentes tipos de designacgdo: “Rita e Carlos t€ém juntos 54 anos. Rita tem
oito anos a mais que Carlos. Quantos anos tem Carlos? Quantos anos tem Rita?”

Nesse caso, as designacdes necessarias se ddo conforme a descricdo do Quadro

1.
Designagcéo verbal Dados numéricos Redesignacéo verbal
(usando a lingua (usando a linguagem
natural) algébrica)
Designacdo direta Idade de Rita mais 54 X+y=54
idade de Carlos igual a X representa a idade de Rita
54 y representa a idade de
Carlos
Designacio indireta: | Ritatem 8 a mais que +8 (uma x (Rita) =y (Carlos) + 8
descritiva ou Carlos designacéo
funcional numérica relativa
a idade de Rita)
Dupla designacdo | ldade dos dois juntos 54 54: designagéo (y+8)+y=54
de um mesmo objeto direta (designagéo
relativa a idade
dos dois juntos) e
8: designacéo
indireta (ou
funcional) (a
idade de Ritaem
funcéo da idade de
Carlos)

Quadro 1: Designaces de relagdes algébricas
Fonte: os autores

Duval (2011b) nos aponta que existe uma complexidade cognitiva para nomear
ou designar qualquer coisa, pois ndo existem palavras que permitam, por vezes, designar
alguns objetos. Isso acontece porque: todos 0s objetos ndo sdo da mesma natureza, para
que assim sejam nomeados (individuos, classes, incognitas etc.); ha operacGes ou
maneiras de nomear que séo diferentes segundo a natureza dos objetos designados; cada
sistema tende a privilegiar uma operacgao sobre as outras.

Duval (2011b) nos apresenta as formas para as operagdes de designacéo. Elas
podem ser diretas, com palavras de uma lingua para nomes proprios, substantivos, tempo,

entre outros, ou com letras ou simbolos para varidveis, valores desconhecidos,
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pardmetros, incognitas. Elas podem ser construidas por combinagdo de muitos termos,
como por exemplo “a idade de Rita”, ou por meio de expressdes, como por exemplo
“d/v”, para designar o tempo gasto por um carro em determinada velocidade e em uma
distancia especifica. Ha ainda a comparacédo a um objeto de ancoragem, por exemplo, um

objeto designado em funcdo de outro “y = x + 8” no exemplo do problema de Rita e

Carlos.

Duval (2011b) ressalta ainda que ha duas exigéncias cognitivas incontornaveis:

A escolha da incégnita (uma aparente designacdo direta) recobre operacbes de
designacdo construidas de formas diferentes conforme o problema a ser resolvido.
Por exemplo, no caso do problema de Rita e Carlos, sao trés designacoes: a idade de
Rita por uma letra “x”, a idade de Carlos por uma letra “y”, e a redesignacdo da idade
de Rita em fun¢ao da idade de Carlos “x =y + 8”.

Estabelecer uma equacdo exige que se isole duas designacdes diferentes do mesmo
objeto, isto &, que se encontre uma equivaléncia de duas expressdes (FREGE, 1971).
No problema de Rita e Carlos, teriamos: sex+y=54esex=y+8,entdioy+8+y
= 54. Dito de outra forma, se de um ponto de vista matematico a existéncia de
simétricos (oposto e inverso) permite justificar a mudanca de lado para a resolugdo
da equacdo que se estabelece, € esta dupla designacdo, por equivaléncia semantica,
que permite compreender e estabelecer a equacdo e seu funcionamento. Assim: se X

+y=54,sex=y+8, entdoy + 8 + y = 54 (equivaléncia semantica obtida por

substituig&o).

Essas mesmas exigéncias encontram-se nos enunciados dos problemas para os
quais a algebra oferece uma ferramenta Util de resolucdo. Isso significa, segundo Duval
(2011b), que o reconhecimento e a producdo de duas designacfes de um mesmo objeto é
uma pratica estranha as préaticas espontaneas da lingua em torno da matematica. Neste
exemplo, o problema do reconhecimento é colocado pela congruéncia entre proposicao e
equacdo (as duas designacOes estdo numa mesma frase). Em funcdo dessas questdes,
Duval (2011b) nos aponta o que fazer para levar em conta, no ensino, a importancia da
operacdo de designacdo. Primeiro, é necessario que os professores tomem consciéncia
dos problemas oriundos da designacdo na lingua natural e da necessidade de designagoes
construidas por condensagdo (por exemplo, generalizar a relacdo existente entre os
numeros de duas listas: y = x + 1; isto é, qualquer nimero da segunda lista pode ser obtido
somando uma unidade aos seu correspondente em uma primeira lista) e por combinagéo

ou substituicdo (por exemplo: x =y +3;z=y+5; x+z=y+5+vy+ 3). E preciso
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também que os professores tomem consciéncia da necessidade das designacdes
construidas por condensagdo sobre os dados numéricos (no caso de listas abertas e da
designacdo do padrédo de regularidade que liga os nimeros de uma lista em funcdo de
outra). Essa condensacdo ocorre em virtude da identificacdo de um padrdo de
regularidade.

Outra questdo diz respeito a introducdo das letras, que é feita para designar nao
somente um objeto, mas muitos objetos diferentes. Essa questdo refere-se as diferentes
operacdes cognitivas proprias da funcdo de designacao: designacdo pura (por meio de
Iéxicos sistematicos), categorizacdo simples, por meio de léxicos associativos,
determinagdo e descricdo. Podemos exemplificar: “Sejam A, B e C os vértices de um
triangulo”, ou sejam “A, B e C os pontos médios de trés segmentos”. A introdugdo de
uma letra ndo se faz para designar um objeto, mas para oferecer os meios de designacéo
de muitos objetos diferentes (é o caso das mesmas letras, A, B e C, usadas para designar
ora veértices e ora pontos medios).

Outra questdo apontada por Duval (2011b), também com relacdo a operacédo de
designacdo, é ndo propor situacdes de instanciacdo, mas sim listas abertas de nimeros
que acabardo por exigir uma letra para a designacdo do padrdo de regularidade com
utilizacdo de uma sentenca matematica. Os professores, no ensino da algebra, devem
propor situaces que levem os alunos a identificar a referéncia ao mesmo objeto, apos
transformagdes ou conversdes entre sistemas semioticos diferentes. Por exemplo: “um
nimero somado a trés resulta em o0ito” tem por referéncia o mesmo objeto da sentenca “x
+ 3 = 8”. Essa equivaléncia referencial tem que ser contemplada no ensino. Ela diz
respeito a face oculta da matematica e é fundamental para a aprendizagem da algebra.

Outra questdo apontada por Duval (2011b) diz respeito a nocdo de equacdo com
sua possibilidade propria de transformacéo por mudanca de lado com vistas a resolucéo.
Essa acdo tem que ser percebida pelos alunos como uma forma de expressar uma mesma
quantidade de duas maneiras — a isto se nomeia equagdo. Novamente, a equivaléncia
referencial e a utilizacdo dos principios aditivo e multiplicativo servem para sustentar essa
transformacéo. Exemplo:

x+3=8 ~x=8-3,pois x +3 — 3 =8 — 3 (principio aditivo).

Outro exemplo pode ser visualizado no Quadro 2.
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Outro exemplo: A balanca a seguir s6 ficou equilibrada quando foi colocado o sexto cubo no prato direito.

Sabendo que cada cubo tem massa igual a 40 gramas, qual € a massa de cada copo?

Quadro 2: Problema de algebra
Fonte: os autores

As designacOes de relacGes entre as massas dos objetos (copos e cubos) dos dois

pratos da balanca, e tambéma relacdo de igualdade representativa do equilibrio, poderédo

ser analisadas conforme o Quadro 3:

Designacao verbal

Dados numéricos

Redesignacéo verbal
com utilizacao de letras

Massa dos cubos do prato
do lado esquerdo e direito

40

4a e 628, sendo “a” uma
redesignagdo da massa

da balanca dos cubos
Designacdo indireta: | A massa dos COPOS € | 4X 40 + 4..... = 6X40 160 + 4b = 240
descritiva ou cubos do lado esquerdo é designagao numérica
funcional igual & massa dos cubos relativa & igualdade
dO prato dO |ad0 direito representativa do
equilibrio da balanca
Dupla designacdo de | A massa dos copos 240 - 160 =80 6a—4a=4b

um mesmo objeto

Quadro 3: Designaces de relacdes algebricas
Fonte: os autores

No quadro acima, € possivel visualizar as diferentes formas de designacao das
relacBes em linguagem natural, numérica e algébrica. No momento da designacéo indireta
e descritiva, é possivel atribuir significado a letra para representar a massa dos copos. No
momento da dupla designacdo, é possivel visualizar a massa dos copos em funcgdo da
massa dos cubos.

Por meio desses exemplos, é possivel explicitar que as operacdes semio-
cognitivas de designacdo nédo sdo tdo evidentes e espontaneas, pois precisam ser objeto
do ensino para a atribuicdo de sentido e significacdo no interior das préprias relacoes.
Esclarecemos essa ideia representando as relagdes entre os objetos dos pratos da balanca,
feitas pelo aluno C9 da pesquisa j& citada, na forma: 4 + 4b = 6. Nessa designagdo, b
representa o numero de copos e seu valor estabelece a relacao entre a massa de um objeto

€ um copo, isto €, dois copos representam um objeto ou um copo tem metade da massa
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de um objeto. Nesse caso, um mesmo 1éxico associativo ora pode representar a massa do
objeto e ora pode representar o nimero de objetos de determinada natureza.

Segundo Duval (2011b), para compreender o funcionamento quanto a forma de
estabelecer uma equacdo, nao devemos propor a resolucdo de problemas, mas sim a
elaboracgdo de problemas (segunda ideia). E necessario que os alunos aprendam a fazer
problemas, mas isso ndo pode ser feito de qualquer maneira, pois sera necessario realizar
variacdes e supressdes. Ha diversas maneiras de suprimir os dados de um problema para
que os dados restantes permitam encontra-los. Exemplo: dois mais trés € igual a cinco.
Temos cinco dados: 2, +, 3, =, 5. Podemos suprimir +, = (uma primeira variacdo) e
elaborar um problema com os numeros 2, 3 e 5. Exemplo de problema a ser elaborado:
dois multiplicado por trés € maior que cinco (2x3 > 5). Mas podemos fazer outra variacéo:
por exemplo, suprimindo o 2 e ficando com os nimeros 3 e 5, com a relagdo de igualdade
e com a operacdo de adicdo. Nesse caso, existem diversas possibilidades para compor
enunciados concretos. Por exemplo:

e Tenho 5 balas e como 3, com quantas fico? (5-3=....)
Ou
e Tenho algumas flores, e ganhei de presente 3 da minha amiga. No final fiquei
com 5. Quantas flores tenho? (...+ 3 =5)

Ou

e Tinha 3 balas e ganhei algumas ficando com 5. Quantas balas ganhei? (3 +
..=b)

Essas variacOes e supressdes dizem respeito a analise cognitiva do problema. Para

0 exemplo do problema, da idade acima apresentado (idade de Rita e Carlos), as variacdes

poderiam ser:

A idade de Carlos e Rita somam 54. Rita tem 8 anos a mais que Carlos|

Ha trés maneiras de suprimir os dados; como consequéncia, trés problemas podem
ser elaborados. A forma de propor o procedimento é perguntar: se eu suprimir um dos
dados, como posso encontrar o outro? Quantas supressoes diferentes eu posso fazer?

e 23 + .. =54 (Carlos tem 23 anos. A idade de Rita e Carlos somam 54.
Quantos anos tem Rita?); Nesse caso, a idade de Carlos foi revelada e, por
essa razdo, a designacgéo desaparece, pois a partir da soma da idade dos dois

é possivel obter a idade de Rita. A supressao do valor desconhecido (idade
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de Carlos) implica na supressdo da idade de Rita, em funcdo da idade de
Carlos, visto que pode ser obtida de modo direto.

e ...+ 31= 54 (Carlos tem certa idade e Rita tem 31 anos. A idade dos dois
juntos € 54 anos. Quantos anos tem Carlos?);

e 23+ 31=... (Ritatem 31 anos e Carlos tem 23 anos. Quantos anos tém o0s
dois juntos?)

Duas situacdes equivalentes sdo possiveis: a supressao exige uma designacao
funcional, que € a descri¢do de uma operacdo a ser feita. A primeira designacéo é relativa
a esse enunciado: Rita tem 8 anos a mais que Carlos. Essa supressao introduz outro dado
que ndo esta presente na designacao funcional na qual foram suprimidos os dois dados.

Segundo Duval et al., (2015, p. 68-69), a elaboracdo de problemas pelos alunos
apresenta uma vantagem didatica consideravel, visto que duas condigdes se tornam
essenciais: “oferece o meio de comparar imediatamente as diferentes maneiras pelas quais
se pode representar matematicamente um problema.” e “precisamos trabalhar sobre as
diferentes maneiras que os termos de uma operacdo podem corresponder a dados reais.
[...] a designagdo verbal dos dados numéricos torna-se essencial. [...] Partir de uma
igualdade numérica para elaborar problemas aditivos com uma operacdo é o caminho
mais direto e mais natural para entrar na algebra”.

Para Duval (2011b), a resolucdo de um problema pode exigir recurso a uma
representacdo auxiliar condicional. Os enunciados dos problemas apresentados tém que
possibilitar aos alunos o reconhecimento das operagdes pertinentes —e a maneira de
possibilitar esses reconhecimentos ndo € uma questdo gramatica, sintatica, de
vocabulario.

Segundo o autor, a elaboracdo de problemas introduz a designagédo de relacfes
entre nimeros e operacgdes descritivas ou funcionais; nesse caso, as letras podem assumir
diferentes estatutos: de incognita, de valor desconhecido ou de variavel. De igual forma,
a elaboracdo dos problemas também € importante, por permitir diferentes estruturas, tanto
aditivas quanto multiplicativas — por essa razdo, a implicacdo de utilizar letras com
diferentes estatutos.

Hoje, Duval (2011b) acredita que, para ler um problema de matematica, é preciso
cruzar duas informag6es de dimensdes semanticas diferentes (terceira ideia). Exemplo:
As bicicletas e os carros de um estacionamento somam 52 veiculos e 168 rodas. Quantos
carros e quantas bicicletas existem no estacionamento? Nesse problema, existem duas

informagdes de dimensBes semanticas diferentes que se cruzam. A informacéo ndo esta
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no nimero de veiculos, ou no ndmero de rodas, nem no nimero de carros ou no numero
de bicicletas. A informagdo estd no cruzamento. Os enunciados em lingua natural séo
lidos linearmente e isso impede ocruzamento. Por essa razdo, tabelas de dupla entrada sdo
necessarias, pois a informacao sera encontrada na célula oriunda do cruzamento.
Segundo Duval et al., (2015, p.81), por vezes a dificuldade dos alunos em
compreender os enunciados dos problemas reside no fato de que “as informacgdes
pertinentes em um enunciado de problema sdo sempre o resultado do cruzamento das
designagdes de dois objetos que surgem de duas dimensdes.”’Por essa razao, segundo o
autor é necessario transformar o enunciado apresentado de forma linear em forma de
texto, em uma forma bidimensional, como por exemplo em tabelas de dupla entrada.

A Tabela 1 caracteriza um exemplo.

Tabela 1: Tabela de dupla entrada

Carros Bicicletas Total
Quantidade de veiculos X y 52
Quantidade de rodas 4x 2y 168

Fonte: os autores

As linhas e colunas cruzadas caracterizam células que carregam uma dupla
informagdo (duas informagdes pertinentes). A comparagédo entre os elementos de duas
linhas ou de duas colunas evidencia a “variabilidade redacional dos enunciados”
(DUVAL et al., 2015, p. 83). Essa apresentacdo corresponde a forma de colocar em
equacdo: x +y =52 e 4x + 2y = 168 (leitura horizontal que corresponde ao enunciado do
problema). J& uma leitura vertical, segundo o autor (p. 83), € um reagrupamento
semantico de informacdes de mesma natureza (interfrase): x e 4x (quantidade de carros e
quantidades de rodas dos carros), y e 2y (quantidade de bicicletas e quantidades de rodas
das bicicletas). Segundo Duval et al. (2015, p. 83), essa abordagem “dos pontos de vista
cognitivo e da aprendizagem[...] é importante, pois, encontramos 0 mesmo fenémeno com
a compreensdo dos enunciados de problemas que envolvem a pesquisa da quarta
proporcional.”

Segundo Duval (2011b), para resolver problemas reais ndo sdo as equacfes que
sdo Uteis, mas sim as formulas (quarta ideia). Numa formula, as letras codificam o termo
geneérico, dando lugar a medidas. Por exemplo: a rea de um retangulo € igual ao produto
da medida da base pela medida da altura: A =b x h.

Duval et al., (2015) aponta que € preciso lancar mao da operagéo de substituicdo

de nlmeros por letras. Essa operacdo permite aplicar uma formula a dados que séo
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resultantes de medidas. Fora da matematica, essa operacao é usual (fisica, quimica, entre
outras areas), pois, segundo o autor, “a pratica da matematizagdo do conhecimento em
todas as disciplinas cientificas baseia-se nessa operac¢do.” (p. 55). Essa operagdo é uma
decodificacdo. No caso da utilizacdo das formulas, as dificuldades sdo de natureza
diferente. Duval et al., (2015, p. 16-17) cita como exemplo duas questdes do Pisa de 2003.
Em uma questdo, valores de uma tabela expressos por meio de letras deveriam ser
substituidos em uma formula dada. Em uma outra, uma formula apresentada continha um
termo fracionario. Essas questdes foram analisadas comparativamente em relacdo aos
resultados apresentados por alunos de dois paises diferentes (com sistemas educativos
diferentes, sendo um deles considerado com melhor desempenho que o outro). Os
resultados apontaram o mesmo desempenho nos dois paises (76% e 74% de sucesso na
primeira questdo, e 41% e 43% na segunda questdo). Segundo o autor, a dificuldade se
encontra ndo na presenca do termo fracionario, mas sim na apresentacéo dos dados por
meio de um enunciado. Ler os dados apresentados em uma tabela ¢ mais fécil que
interpretar um enunciado que explica uma formula. No ensino e aprendizagem da algebra,
devemos nos interrogar se as questdes que dizem respeito a utilizacdo de formulas séo de
fato questdes de algebra. Segundo o autor, “essa questdo ¢ fundamental, porque ela
equivale a perguntar se o ensino da algebra é necessario para aprender a aplicar formulas,
forma da matematica, sobre os dados observados na realidade.” (p.16).

Por fim, de acordo com Duval (2011b), para a resolucdo de equagdes nao sao as
letras que contam, mas a ocorréncia das letras (quinta ideia). Segundo o autor, muitas
pesquisas em algebra que se valem de teorias semidticas buscam a diferenca entre objeto
e signo. Mas essa diferenca ndo tem interesse para a algebra quando olhamos para o
terreno algébrico, mais especificamente para os calculos que trabalham com a ocorréncia
das letras e ndo para a significacdo das letras. Duval (2011b) sugere que as coisas
(ocorréncia e significacdo das letras) ndo sejam feitas sucessivamente e sim em paralelo.
A introducéo das letras deve ser dissociada de toda atividade de resolucéo de problemas.
Ela deve ser associada logo de entrada a designacédo funcional. A razdo por que dissociar:
as letras séo introduzidas como incognitas e isso faz criar uma associacao duravel entre
uma letra e um numero. O estatuto de letra co-variavel termina e 90% dos alunos
entendem que o estatuto da letra é variavel. A introducdo das letras deve obedecer a
funcdo de condensacéo, de que uma letra esta no lugar de uma lista aberta. Para cumprir
a designacao funcional, é necessario ndo somente uma lista aberta, mas duas. Se isso nao

for feito, os alunos ndo passardo de tentativas numéricas. Como por exemplo “encontrar
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dois nimeros sucessivos cuja soma € 121, estabelecer uma equacdo e resolvé-la”.
Primeiro os alunos trabalham com a calculadora e podem pegar dois nimeros que nédo
s80 sucessivos e cuja soma esta longe de ser 121. Procedendo dessa maneira, encontram
0s numeros 60 e 61. Esse modo de agir ndo deve ser incentivado. Devemos levar os alunos
a utilizar a forma x + x + 1 = 121. Isso mostra que o problema néo esta na letra, mas na
designacdo funcional. Devemos levar os alunos a trabalhar conjuntamente sobre a
comparacdo das duas listas em paralelo. Trata-se de uma atividade de observacdo. Os
alunos comecam a escrever as duas listas e, em determinado momento, eles tomam
consciéncia de que estdo escrevendo a mesma coisa, pois estdo diante de um problema de
designagé@o. Quando eles pensam de que forma podem parar, encontram-se diante de um
problema de condensacéo. Ele troca o registro de partida pelo registro de chegada. E
necessario variar o registro de entrada para que haja a atividade de redesignacdo. Essa
proposta € anterior ao ensino das equacdes, sendo paralela a elaboragédo de problemas e
ao uso de formulas. Em seguida, devemos leva-los a adquirir os mecanismos de aplicacao
matematica em situacdes reais, e a criarem 0s problemas.

De acordo com Duval et al., (2015), existe uma ruptura semidtica cognitiva entre
colocar em equacéo e resolver essa equacéo, o que envolve transformacdes dessa equacgéo
(tratamento). No momento em que colocamos em forma de equacéo os elementos de duas
listas que se relacionam, aparecem as letras para designar tais relagdes. Nesse sentido, as
letras ndo sdo portadoras de sentido e referéncia, como sdo as palavras. As letras tém
referéncia, mas ndo tem significacdo propria; nisso reside, segundo o autor, a sua
estranheza. Quando realizamos um tratamento nas sentencas que envolvem letras, ndo
olhamos as letras e sim a sua ocorréncia. 1sso significa voltar o olhar para as diferentes
ocorréncias de uma letra nessas sentencas, e para sua mudanca de posi¢do no momento
de organizacdes operatorias dos membros da equacdo. No exemplo anterior, temos a
equacdo x + x + 1 =121, que exigira reorganizacdes operatorias do tipo: 2x +1 =1 - 2x
+1-1=121-1 (principio aditivo) = 2x =120 - 2x/2 = 120/2 (principio multiplicativo)
- X =60.

Em virtude desse ponto de vista apontado por Duval (2011b) em relagéo ao ensino
da algebra, outras questbes emergem e devem ser objeto de reflexdes. Duval (2011b) nos
apresenta algumas dessas questdes e defende que elas devem preceder o ensino da
algebra. Essas questBes compreendem seis interrogagdes cada uma, com sua logica
prépria, e dizem respeito ao ensinar e ao aprender. Em se tratando do ensinar, sdo quatro

questionamentos: Quais objetivos do ensino? Qual a decomposicdo do programa de
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algebra em elementos de base (esses sdo de natureza institucional)? Que atividades devem
ser propostas para atender esses objetivos (pelos manuais, pelo professor, nas pesquisas
pelos pesquisadores)? A partir qual ponto de vista e como sera feita a analise, isto é, em
relacdo a natureza dos erros ou dos fatores que conduzem ao erro (esses se referem ao
ensino e ao professor)?

De acordo com Duval (2011b), a organizacdo da &lgebra para o ensino, ao longo
da vida escolar dos alunos, pode ser pensada segundo dois pontos de vista, opostos e
incompativeis: 0 ponto de vista matematico e o ponto de vista cognitivo. O que deve ser
considerado, seja qual for a opgdo, é se havera consequéncias para a formacdo dos
professores e para as pesquisas.

4 Consideracdes finais

Para entender o ponto de vista cognitivo defendido por Raymond Duval para o
ensino e a aprendizagem da algebra, foi necessario um estudo que permitisse, em primeiro
lugar, tanto explicitar a dimensdo semio-cognitiva subjacente ao pensamento matematico,
como evidenciar a face oculta e a face exposta da matematica. Em relacdo a dimenséo
semio-cognitiva, o estudo focou nas fungdes meta-discursivas e nas fungdes discursivas
necessarias e essenciais para o desenvolvimento de uma atividade matematica visando a
aprendizagem. O desenvolvimento da capacidade de designar evidencia a importancia da
funcdo discursiva de designacdo e suas operagdes cognitivas de designacdo pura,
categorizacdo, determinacdo e descricdo. Varias atividades podem ser elaboradas para
contribuir com a construcdo da capacidade de designar, segundo Duval (2004), para a
aprendizagem da algebra. A designacdo de relacdes entre nimeros e operagdes
aritméticas pode contar com a lingua natural, com a linguagem algébrica e com a
linguagem grafica. A designacédo é uma funcéo dos registros discursivos (DUVAL, 2004)
e sO pode ser realizada por meio de suas operacGes cognitivas: designacdo pura,
categorizacdo simples, descricdo e determinacdo de objetos por meio de léxicos
associativos ou sistematicos. Essas atividades podem, ao mesmo tempo, compreender as
cinco ideias propostas por Duval (2011a) para a aprendizagem da algebra segundo um
ponto de vista cognitivo. Os registros discursivos irdo exigir o cumprimento das funcées
discursivas, as quais exigem, por sua vez, as capacidades de observar padrdes de
regularidade expressos por meio de relagdes entre nimeros articulados por operacdes

aritméticas. Além disso, é necessario explicitar esses padrées com a utilizagdo de sistemas
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semiéticos discursivos (lingua natural e linguagem algébrica), e generalizar esses padrdes
sinteticamente. Essas a¢des vao exigir operacdes cognitivas, visto que mobilizam Iéxicos
sistematicos e associativos para representar as letras e 0s nimeros presentes nas relacdes;
também mobilizam ac¢des voltadas para compor enunciados (funcéo apofantica) e valida-
los do ponto de vista 16gico, social ou epistémico; mobilizam agdes para expandir os
discursos por meio da acumulacéo de informagdes ou substitui¢des (funcéo de expanséo
discursiva); mobilizam acbes para representar leis ou propriedades validadas na
comunidade cientifica (funcédo de reflexividade).

O estudo desenvolvido aqui permitiu evidenciar a importancia da funcdo de
designacdo dentre as fungdes discursivas, isto €, de uma semiosfera do designar. Ao
mesmo tempo, permite a valorizacdo da face oculta da matematica, para dar conta do
ponto de vista cognitivo proposto por Raymond Duval para um ensino de algebra voltado
para o desenvolvimento do pensamento algébrico e de uma aprendizagem efetiva e

significativa de algebra.
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